Olympiades Nationales de Mathéematiques 2017

Phase finale Niveau 7C 19 mars 2017
3°™ tour Durée 4 h

Solution

proposee par AMIMATHS

Exercice 1 (4 points)

Soit ABCun triangle acutangle (a angles aigus) tel que (EE) =g [Zn]et H son orthocentre. On

désigne par I le milieu de [BC] et par D le symétrique de H par rapportal.
Montrer que AD=2BC.

Une correction

On remarque que BDCHest un parallélogramme, e—
donc (BD)||(CH) et(CD)||(BH).
Comme Hest DPorthocentre de ABC alors ,_,/

(AB) L(CH) d’our (AB)L(BD).
De méme (BH) L (AC)=(CD)L(AC). j
On en déduit que les triangles ACDetABDsonNt '

rectangles de méme hypoténuse [AD]donc les points | e

| e A
AB,CetDsont cocycliques. Le centre du cercle T A\ _~—agi—"
circonscrit aux points A,B,CetDest le milieuO de '
[AD]. D’autre part I’angle au centre (@TC) est le
double de ’angle inscrit (EA—C) X _

Comme (AE,AC) =g [2x]alors (OB,0C) = g [2x].

===\ T
On trouve que (OB’OC)=§ [27] ce qui veut dire que le triangle OBC est équilatéral.
OB=0C
BC=0C=0B=0D=r
Or OA=0B=0C=0D=r, oU restle rayon de I'. Ona donc 1 = AD=2BC.

OD=-AD
2

Exercice 2 (4 points)

Un commercant effectue trois remises successives sur un boubou dont le prix initial était de 30000
Ouguiyas et le vend finalement 22287 Ouguiyas. Quels sont les pourcentages des trois re mises
appliquées, sachant qu’il s’agit de valeurs enti¢res distinctes ? On donne : 742900 =17x19x 23x 2* x5°

Une correction
Soient a; b; c les trois pourcentages tels que a<b<c.Ona donc :

30000( 1—-2 | {1-2 ) (12 -C ) = 20087
100 100 100

< 3(100—a) (100—b) (100—c) = 2228700

<(100—a) (100—b) (100-c) = 742900

<(100-a) (100—b) (100—c)=17x19x23x2* x5

Les entiers (100—a), (100-b)et (100—c)sont tous les trois inférieurs a 100.
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Ona 100-c<100-b<100-a<100. Donc (100—a) (100—b) <10000, d’ot

(100-a) (100-b) (100-c) < 10000(100-c), et par conséquence

742900 < 10000(100—¢) = 74.29<100—c.

Il enest de méme pour lesentiers (100—a)et (100-b).

D’ou les entiers (100—a), (100—b)et (100-c)sont tous supérieurs ou égaux a 75.

Soient x,,x, etx, respectivement ces trois entiers.

Comme 17x19>100d’ou I’existence des entiers p,q,p’,q",p"'et q"tels que x, =17x2° x59,

X, =19x2” x5%et x, =23x2*"x5%" avec p+p+p"=2 etq+q+q"=2.

75<x, <100 < SSZ” x 59 s% d’ou4,4<2P x5%<5,9donc 2° x5 =5.

Onen deduit que p=0et g=1 et que x, =17x5.

On a aussi gs 2°" x 5% s% , 00 3,2<2” x5% <4,3. Donc 2*" x5% =4.Onen déduit que p"=2et
q"=0 etque x,=23x4.
Oren remplagant dans p+p'+p"=2 et g+q'+q"=2 on trouve p'=0etq'=1, onen déduit que
X, =19x5.

Comme 100-c<100-b <100—-a<100, 0onaalors :

100—a=17x5=85=a=15,

100—-b=19x5=9%5=b=5, et

100-c=23x4=92=c=8.

Remarquons que (100-a) (100—b) (100—0):[17x5jx(19x5jx[23x4j.
<100 <100 <100

Enfin les pourcentages des trois re mises appliquées sont 15%, 5% et 8% (I’ordre n’est pas

important)

Exercice 3 (4 points)
Etant donné un triangle ABC rectangle en A, on note a=BC, b=ACet c=AB. On veut construire deux
carres inscrits dans ce triangle : Le premier ayant A pour sommet et le second ayant un coté porté par
I’hypoténuse.

1) Construire les deux cas de figure en expliquant les étapes de la construction.

2) Exprimer les cOtés x et y de ces deux carrés en fonction
de b et c puis comparer leurs aires.

B

Une correction
1) Construction des deux cas de figure
- 1°" cas : on utilise la bissectrice intérieure de I’angle

BAng (voir figure). Les triangles AMNet APNsont
rectangles et isoceles respectivementen Men P.

- 2°M cas : on utilise le carré extérieur BCB'C' de coté
BCet I’homothétie de centre Aet quitransforme B'en
M'et C en Q' (voir figure). Le carré BCB'C' est
transforme en M'N'P'Q".

2)a) Calcul de x ety

* Calcul de x :I’aire du triangle ABC estégale a lasomme des aires des triangles PNC, MBN et
be _(b=x)x €20 | e qon x=2C .
2 2 2 b+c
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celle ducarré AMNPona donc :




* Calcul de y :D’aire du triangle ABC estégale a lasomme des aires des triangles AP'N',P'BQ",
N'M'Cet celle ducarré N'P'Q'M’. Les triangles AP'N" est I'image de ABC par 1’homothétie donc

2
aire(AP'N'):Gj xaire(ABC). Les triangles P'BQ'et N'M'Cont la méme hauteur donc

2
aire(P'BQ')+aire(N'M'C)=%y(CM'+ Q'B) =%y(a—y) donc %=%[§j +%y(a—y)+y2 .

2
%=%(%) +%y(a—y)+y2 o (bc+a?)y? +a’y—a’hbc=0 < (%+1)y2+ay—bc=0. Son discriminant est

be j_ a* +4a’bc+4(bc)” [az +2bc

2 2)\?
b+c , . .
A=a’+4bc| =+1 = (b+c) . L’équation admet deux solutions, dont
a’ a’ a a

la seule solution positive est y = a_ -

b) Comparaison des aires des deux carres :

xz—y2= bc Jz_[ abc 2 _ bc 2|:(a2+bC)2—(a(b+C))z] N
b+c a’+bc (b+c)(a2+bc)
2_
Xt —y? = Mﬁ] _a4+2a2bc+(bc)2—a2(b2+c2+2bc)} =
2 2
22 _ bc [ L4 2 2 2(,2 2 2 _ (bc)z
X -y = (b+c)(az+bc)J a'+2a bc+(bc) -a (a +2bc):| = X’ -y _[(b+c)(az+bc)] >0

Donc P’aire du carré ayant A pour sommet est supérieure a celle du carré ayant un cté porté par
I’hypoténuse.

Exercice 4 (4 points)

Un nombre palindrome est un nombre entier non nul qui peut se lire de la méme maniere dans les deux
sens (parexemple : 12 321). S’ils sont rangés dans I’ordre croissant, le premier de ces nombres est 1
alors que 55 porte le numéro 14. On dit aussi que 55 est le 14°™ nombre palindrome.

1) Quel est le 5™ nombre palindrome ?

2) Quel est le 20°™ nombre palindrome ?

3) Donner le rang du premier nombre palindrome & 3 chiffres, puis celui du dernier nombre
palindrome a 3 chiffres.

4) Un jeune mathé maticien, spécialiste des nombres palindromes, protége les résultats de ses recherches
dans un coffre-fort dont la combinaison comporte quatre chiffres. Pour se souvenir de la combinaison
d’ouverture du coffre, le chercheur, dgé de 22 ans, utilise le seul nombre palindrome dont le quotient
par son rang dans la liste des nombres palindromes est ’Age du mathé maticien.

Quelle peut bien étre la combinaison choisie par le savant ?

Une correction
Liste des premiers nombres palindromes :
9nombres palindromes a 1chiffres:1;2;3;4; 5 ;6;7;8;9«9ieme

5ieme

9 nombres palindromes a 2 chiffres: 11 ;22 ;33 ;44 ;55 ;66 ;77 ;88 ;99 « 18 iéme

Olympiades Nationales de Mathématiques2017  Phase finale 3™ tour Nivau 7C  Correction proposée par AMIMATHS 3



(101 ;111 ;121 ;---;191 (28 iéme) — 10 nombres
19iéme

. . 202 ;212 ;222 ;---;292 (38 ieme) — 10 nombres
90 nombres palindromes a 3 chiffres:< . : ] I (381 )

909 ;919 ;929 ;---; 999 (108 ieme) — 10 nombres
L 108ieme

Donc :

1) le 5°™ nombre palindrome est 5.

2) Le 20°™ nombre palindrome est 111

3) le rang du premier nombre palindrome a 3 chiffres est 19 et celui du dernier nombre
palindrome a 3 chiffres est 108

4) L’énoncé admet P’existence et I'unicité de la solution.

On peut tout d’abord essayer de dénombrer les nombres palindromes qui nous inté ressent.

oll existe 9 nombres entiers (1, 2, . . ., 9) qui sont les premiers. Puis viennent les nombres
palindromes a deux chiffres, faciles a trouver comme 11, 22, . .., 99. Il en existe 9. Puis viennent
ceux dont I’écriture possede trois chiffres, comme 101, ou bien 242. IIs ont le méme chiffre des
centaines et des unités. Comme on ne peut pas prendre 0, il reste 9 possibilités couplées avec les 10
cas diffé rents du chiffre des dizaines, soit 90 nombres palindromes a trois chiffres.

Les nombres palindromes a quatre chiffres ont les chiffres des milliers et des unités identiques,
mais aussi les mémes chiffres des centaines et des dizaines. C’est le cas de 3223, ou bien de 6776. Ils
sont faciles a dénombrer, puis qu’il suffit de s’intéresser aux deux derniers chiffres. Pour les mémes
raisons que précédemment, on ne peut pas utiliser 0 comme chiffre des unités, ce qui laisse 90 cas
différents.

1001 ;1111 ;1221 ;---;1991 — 10 nombres

. . 2002 ;2112 ;2222 ;---;2992 — 10 nombres
90 nombres palindromes a 4chiffres:< . I

9009 ;9119 ;9229 ;---;9999 — 10 nombres

Nombres palindromes |del1a9 de 114 99 de 1014 999 de 1001a 9999
Effectifs 9 9 90 90
Effectifs cumulés 9 18 108 198

Finalement, les nombres qui nous inté ressent sont les nombres palindromes de 1001 a 9999, c’est-a-
dire ceux qui sont situés entre les places 109 et 198.

D’aprés I’énoncé, il faut que ces nombres palindromes soient multiples de 22.

Comme 22=2x11, on recherche des multiples de 2 et de 11. Or, tout nhombre palindrome est
multiple de 11. Cela ne constitue donc pas un critére de choix. (En effet, soit abba un nombre
palindrome a quatre chiffres,

ona: 1000a+ 100b+ 10b+a= 100la+ 110b=11x(91a+10b).

Par ailleurs, les multiples de 2 se reconnaissent a leur terminaison, qui est 0, 2, 4, 6, ou 8. Ona vu
qu’il n’existait pas de nombre palindrome a quatre chiffres se terminant par zéro, donc la liste des
éventualites est réduite ici a 40 nombres.

Il suffit maintenant de lister les possibilités. Il existe 10 nombres palindromes se terminant par 2.
Le premier 2002 porte le numéro 119 dans le classement, alors que le dernier 2992 porte le numéro
128.

Comme 119x22 = 2618>2002et comme 128x22 = 2816<2992. Alors le nombre cherché est
compris entre 2002 et 2992. C’est-a-dire I'un des nombres 2002 ; 2112 ; 2222,2332; 2442 ;
2552 ;2662 ;2772 ;2882 ou 2992, dont les rangs sont 119, 120, ..., 128.En faisant le rapport de
chacun de ces nombres par son rang, on trouve que le seul qui donne 22 est le 2772 qui est situé au
126°™ rang dans la liste.
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Exercice 5 (4 points)
Soit ABCD une feuille rectangulaire de largeur AB=4 et de longueur BC=6. Soit R ¢ D

un point de [ AB] (bord inférieur de la feuille) et Tun point de [ AD] (bord droit de
la feuille). On replie la feuille suivant le segment [RT] et on appelle Sla nouvelle
position du point A (coin inférieur droit de la feuille). Voir la figure ci-contre : Dans
tout Pexercice, on s’intéresse au cas ol S est sur le segment [BC| (bord gauche de la
feuille). On pose AR=xetAT=y.
1) Trouver les valeurs minimale et maximale de x.
2) Trouver une relationentre x et yquand S se déplace sur [BC]. “
3) Trouver la valeur de x pour laquelle P’aire du triangle SRT est minimale. Quelle ; ;‘|f
est alors la nature du triangle AST? o
Une correction
1) La valeur maximale de xest évidemment 4, dans ce cas on aura aussi y=4. Si Se[BC]alors ASB
est rectangle en B, d’ou AS>AB=4, donc il faut que AS>4. En plus le triangle ARSestisocéle en R
alors d’apres P'inégalité triangulaire on a 4<AS<2xdoncx>2. Il faut que Tsoit sur le segment[AD]
donc la valeur minimale de x est obtenue lorsque TestenD.
Comme ART et SRTsont deux triangles rectangles de méme hypoténuse alors les points A R,SetT

sont cocycliques. D’ou (ﬁﬁ) = (ﬁﬁ) :

|~

SN

Puisque (RT)est la médiatrice de[AsS]alors (RT) est une bissectrice inté rieure de ’angle ARS.
D’ou (st,s?):(A—S,ﬁ):(,Ts,ﬁ). Donc RTA=BAS=a. Calculons la tangente deade deux

- : AR .
maniéres. Dans le triangle rectangle ART,ona tana=ﬁ=§ et dans le triangle rectangle ASB on

SB SB . B - . \ s
a tana=ﬁ=7. D’ou §=ST. Dans le cas particulier ouT=D, ona y=6 et d’apres le théoréme

de Pythagore, SB=6-+/20. On obtient ainsi la valeur minimale x=9-3.5.
2) La relation précédemment établie permet de trouver une relation entre xetycar :BR=4-x,
SR=xet comme le triangle SBRest rectangle en Balors SB?=SR?-BR?=x?-(4—x)"=8x-16 et

SB= 2/2x 4. Puis que §=STB, onen déduit que y=4—x— 2

SB J2x-4'
3) L’aire de ASTest lxy=x—2. Soit f(x)= X
2 V2x—4 2x—4
Etudions les variations de fsurl=[9-35,4]. La fonctionf [y o o 8 ,
est dérivable sur I et o) 3
2 fr(x — 0 +
2X\[2X —4 — = X*
F(x)= 2V2x=4 _  X(3x-§ f(x)
2x—4 (2x—4)V2x-4 \{8) /
. 3
f'(x) est du signe de 3x-8, qui s’annule pour x=g. Ona %e |
( D
d’ou le tableau de variations de f .
La valeur minimale de ’aire du triangle AST estf (§) -2 ”
3 3\/5 PR
Notons dans ce cas que tana=%=tangce qui signifie que le triangle AST est 11
équilatéral. "
Fin. \/ v
B Rle—— x—>|A
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