Olympiades Nationales de Mathématiques 2019

Sélections régionales Niveau 4AS 20 janvier 2019
1°" tour Durée 3 h
Solution
proposée par AMIMATHS

L’épreuve est notée sur 100 points. Elle est composée de quatre exercices indépendants ;
Toute réponse doit étre justifiée et les solutions partielles seront examinées ;

Calculatrice non autorisée

Exercice 1 : (25 points)

1° Déterminer tous les diviseurs (positifs et négatifs) de 6.
2° On considere quatre entiers naturels a,b,cetd deux-a-deux distincts tels que :

(a-2019)(b-2019)(c-2019)(d-2019) =6

Déterminer les valeurs possibles de la somme S =a+b+c+d.

Solution
1°) Les diviseurs positifs et négatifs du nombre 6 sont tous
les éléments de I’ensemble D ={-6;-3;-2;-1;1;2;3;6} . Bareme :

1° Diviseurs de 6 5
2°) a,b,cet d quatre entiers naturels tel que : 12; ’DéCOIlIllPOSiﬁOH de 6 g

émarche ..

(a-2019)(b -2019)(c-2019)(d -2019) =6 Tl TR T .
D’apres la question n°1 les écritures possibles de 6 sous Présentation, rédaction et idées 2

forme d’un produit de quatre entiers relatifs deux a deux

distincts sont :
(-1)x1x(-2)x3 ou (-1)x1x2x(-3)
et par identification, il résulte que :

(a=2019) + (b -2019) +(c-2019) +(d -2019) = (-1) +1+(-2) +3 =1
~ a+b+c+d=4x2019+1=8077
ou
(a-2019) + (b —2019) +(c -2019) +(d - 2019) = (-1) +1+2+(-3) = -1
~ a+b+c+d=4x2019-1=8075

Les valeurs possibles de a+b +c+d sont donc [8075|et |8077|.
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Exercice 2 : (25 points)

Sur la figure ci-contre, les centres des quatre cercles sont
les sommets d’un carré de coté a. Les grands cercles sont
tangents entre eux et tangents aux petits cercles. Soit R le
rayon des grand cercles et r celui des petits cercles.

1° a) Calculer R et r en fonction de a.

R
b) Calculer le rapport—.
r

2° Calculer P’aire de la partie hachurée en fonction de a.

Solution

1°) a- D’une part, les deux grands cercles, dont les centres sont des sommets opposés du carré, sont

tangents entre eux donc la diagonale du carré mesure 2R .

Et puisque la longueur [ de la diagonale d’un carré de coté a vaut a’ +a’> =/2.aon en déduit que :

. 1
2R =+2.ace qui donne : [R=——a

2

- D’autre part les deux grands cercles sont tangents aux deux petits cercles donc

1 2-1
R+r=z=a=r+—.a=a :)r:\/_

7 \/E.a

b- D’apres la question a) on a :

1
R_ 2" _ 1
r ﬁ—la J2-1
J2

2°) Soit Al’aire de la partie hachurée. On constate que :

. , .
A=Daire du carré = (Paire du grand cercle +

I’aire du petit cercle)

. Lo, o) Tt Laz+\/5‘1az
SOltA=axa-E(TlR Tlr)—a 2[{\/5] [—\/5 ]]

2
=a’ _1_1[37_'_232 —\/E.az} =a’ —l;[ZaZ —\/E.az] =a’-mal+- g’

2 2

e Y.
[

Bareme :

1° Calcul de R 4

Calcul de r 4

Calcul du rapport 4

2° Démarche .. 4

Valeur de Paire 6
S

Présentation, rédaction et idées 3

NG
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Soit a et b deux réels tels que : |a+2/<let0<bs<2
1) Montrer que :ja+b+1|<2

2) On consideére le nombre A tel que : A =ab—-2a+3b.
a) Montrer que: 0 <A <12.

b) Montrer que : A =(a+3)(b-2)+6et justifier que 2< A <6.

Solution

1°) a et bdeux nombres réels tels que : [a+2/<1 et 0<b<2.

Nous avons :
la+2/<1 = -1<a+2<1 = -1<(a+1)+1s1 = —2<a+1<0 en

additionnant membre a2 membre cette derniere inégalité a

I’inégalité 0 <b <2, on obtient :
-2<a+b+1<2 Etcela veut dire quefa+b+1/<2.

2°) a.Soit A=ab-2a+3b

Nous avons : A=ab-2a+3b=a(b-2)+3b

Avec -3<a<-13; -2<sb-2<0et 0<3b<6 ie

0<a(b-2)<6 et 0<3b<6

Donc 0<a(b-2)+3b<12 soit [0<A<I2

b. Nous avons :
(a+3)(b-2)+6=ab-2a+3b-6+6=ab-2a+3b=A donc

1A =(a+3)(b-2)+6|

D’apres la question 2.a ona: 0<a+3<2et -2<b-2<0donc -4<(a+3)(b-2)<0

=2<(a+3)(b-2)+6<6 soit 2<A<¢.
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Exercice 4 : (25 points)

On considére un carré ABCD de c6té 1 cm et les milieux E, F, G et H de

ses coOtés.

Les droites (AF) et (EC) se coupent en M et les droites (AG) et (CH) se
coupent en N. H
1° Reproduire la figure.

2° Montrer que AMCN est un losange.

3° Calculer la distance MN.

4° Déterminer I’aire du losange AMCN.

&
Doreletele
Doteletelote %%
SRRHRRHNRRAS
& 2555

[
R0
£S5

Solution

1° Figure :

2° Le triangle ABF est rectangle en B donc
AF =+JAB2+BF2? = (12 +(%)2 = gcm
Le triangle ADG est rectangle en D donc

AG =VAD?+DG? = 12+(%)2 =£cm

2
Le triangle CBE est rectangle en B donc

CE =vCB2+BE? = 12+[%)2 =£cm D

2

1 5
Le triangle CDH est rectangle en D donc CH =+ DC?+DH? = |12+ (5)2 = %cm
2
AM =—AF N
”» 3 Bareéme :
M est le centre de gravité de ABC, donc 5 1° Fi_gure 4
CM =—-CE 2°Egalité de distances 4
3 Losange AMCN 4
AN = 2 AG 3° distance MN 4
ité de A 3 4° Aire du losange 6
N est le centre'de grayité de ADC, donc ) Présentation, rédaction et idées 3
CN=-CH
3

Or AM =CE=AG =CH,donc AM =CM =CN = AN, d’ou le quadrilatere AMCN est un
losange.

3° Pour calculer la distance MN, on note I le milieu de [AC] , I est donc le centre du losange
AMCN. Alors MN=2MI (1)

1
ABC est un triangle isocele et rectangle en B et M son centre de gravité, donc IM =—IB (2)

2

Le point I est le centre du carré ABCD, donc IB = %BD = %\/ AB2+AD? =—cm 3)

2
D’apres (1), (2) et (3),0on a: |MN = Zx%xg = gcm

ACxMN =%x\/§xg

1
=—cm?.

4° L’aire du losange AMCN est égale a 3
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