Olympiades Nationales de Mathématiques 2024

3¢me tour Niveau 4AS 24 mars 2024

Corrigé proposé par AMIMATHS

Exercice 1 (25 points)
Soit n un entier naturel.

1) Montrer que n’ =[“(“+1)J2_[“(“—1)J2

2 2
2) Simplifier au maximum le nombre y= \/ P+2°+3+4+...... +2024°
3) Trouver I’entier naturel x tel que \/ P+2°+3 +4 +..... +x’ =66

Corrigé de ’Exercice 1

1) Montrons que n* = [n(n+l)J _(n(n_l)j

2 2

(@J _[@] _ (n(n;l) . n(nz—l)}(n(n;l) ) n(nz—l)}
_ n(n+1)+n(n—1)][n(n+1)—n(n—1)]

2

(n*+n+n’-n)(n’+n-n’+n
2 2

2 2
2 2

fBaréme g

)

2 2
Nous savons que n’= Ln (n + I)J - [n (n I)J 1) Développement et réduction 6 pts
2 2 2) Utilisation de 1) pour 1,2 et 2024 6 pts
5 ) Simplification de vy 4 pts
5 [(1x2 1x0 3) Ecritures et simplification 4 pts
POurn=1,0na:1 = 2 ) —( 2 ) Valeur de x 3 pts
Présentation et idées 2 pts

(
. (2x3) (2x1Y N\
Pourn=2,0ona: 2 =( > J—( 5 ) \
5
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Pour n=2023. on a : 2023° — [2023)( 2024)2 ) ( 2023%2022 jz
9 . _— 2 2

Pour n=2024.0n a: 20243 _ [2024)( 2025)2 _(2024X 2023)2
s . = 5 >

En additionnant les égalités précédentes membre 2 membre on obtient

2
P42 +3 44+ +20243=(M22025]

2
Do y= AT +2° 43 + 4 .t 2024° = \/( 2024’2‘ 2025) _ 2024’2‘ 2025

{5

En additionnant les égalités précédentes membre 2 membre on obtient

= [MJZ donc

P+2+3+4+......+x' = >
VP42 43 44 e+ X° =66
2

x(x+1

[ (x )J = 66

2

x(x+1

(1) _ 66

2
x(x+1)=132=11x12
Donc x =11
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Exercice 2: (25 points)

Soit a, b et ¢ trois nombres réels strictement positifs tels que :
1 1 1 1 1 1 1 1
—+—=— ——=— et —+
a b+c 2 b c¢+a 3 ¢ a+b

2ab + 2ac + 2bc _9
a+b+c

_1
.

1) Montrer que

2ab 1 - 2bc 2ac

= = e =
at+b+c >a+b+ec at+b+c

2) Montrer les égalités suivantes

529
3) Montrer que a+b+c=——

30

Corrigé de ’Exercice 2

1) Ona:
1 1

Baréme :
at+b+c 1 ab+ac 1)

7 pts

= =2 2)

9 pts

a+b+c_
3)

7 pts

=1:>
a b+c 2 ab+ac
_1

1 ab +bc

a+b+c_

Présentation et idées

2pts

1 1 at+tb+c

ac+bc —4
a+b+c

2
1 1
—+ =—= —_ ==
b c¢c+a 3 ab+bec 3 a+b+c
1 1
C 4

=—=
a+b 4 ac+bc

ab+ac ab+bc ac+bc 2ab + 2ac + 2bc
Donc + + =2+3+4=> =
at+b+c¢c a+b+c a+b+c at+b+c

9

Zab+2ac+2bc_2x ac+bc=9_2x4:> 2ab _1
at+b+c at+b+c at+b+c

2) Par soustraction

De méme :

2ab+2ac+2bc_2x ab+ac=9_2x2:> 2bc _5
a+b+c at+b+c a+b+c

Zab+2ac+2bc_2xab+bc=9_2x3:> 2ac _3
a+b+c a+b+c a+b+c

529
3) Pour montrer que a+b+c¢ =§, ona:

2ab =+ 2bc =1+-5=c¢=5a
at+b+c¢c a+b+c

2be | 2¢ g3 p=2,
a+b+c¢c a+b+c 3

2ac 2ax5a 30a 23
3=—

Or —= =3=—=3=a=—
at+b+c

at+—a+5a
3

Donc b=§x2=2 et c=5x§=2
10 6 10 2

23 23 23 529
Donc a+b+c=—+—+F—=——.
10 6 2 30
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Exercice 3 (25 points)

ABC est un triangle d’angles aigus tel que I;A\C < A/CTB et D est un point de la droite (BC)
n’appartenant pas a [BC) tel que BD=BA. E est le point de la bissectrice de ABC tel que

A/CT} - BAE et les segments [EB] et [AC] se coupent en un point noté F.

G est le point de [AD] tel que (EG) soit paralléle a (BC)

1) Montrer que I?F\C —BEA et déduire que AE = AF
2) Montrer que BAG = ABF et déduire que (AG)//(BF).

3) Montrer que GEA = BAF

Corrigé de I’Exercice 3

1) Dans les triangles CFB et BEA :

C/li‘=fBT& et Pﬁ=ﬁA\B donc ]?F\C=]§E\A

— e~

BFC = BEA
Comme

BFC = AFE : angles opposés par le sommet

Alors A/ﬁ = ﬁ

Donc le triangle AEF est isocéle en A et AE = AF

2) Montrons que BAG = ABF :

BAG =CDA = %(180° _ Kﬁ)) car ABD est isocéle

1/\ e

=EABC=ABF

—

Puisque les angles BAG et ABF sont alternes

internes égaux alors (AG) et (BF) sont paralle¢les.

3) Montrons que GEA = BAF:

Baréme :

1) BFC=BEA

AE = AF

2) BAG = ABF
(AG)//(BF)

3) GEA = BAF

Présentation et idées

GEA = 180°—(E/(§‘+m + EAT}) Dans le triangle EAG

Comme ﬁ = (ﬁ)z\& = ﬁF , on peut remplacer ﬁ par ﬁF

o — o — A)

GEA =180°—(ABF+FCB+ABF

=180°—(XB\C+FC\B):car ZXB\F=KB\C

~BAC dans le triangle ABC

= BAF
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Exercice 4 (25 points)
Sur la figure ci-contre : ABCD un rectangle d’aire 70 cm”.
Le point E est le milieu de [DC] . AF=FG =GB. D

E C
35
1) Montrer que ’aire du triangle EFG est égal a ?cm2 .
EH 3 J
2) Montrer que —=—.
EF 5 H
EJ 3
3) Montrer que —— =—.
EG 7 A F G B
4) Montrer que I’aire du triangle EHJ est égal a 3 cm’.
Corrigé de I’Exercice 4
1(1 1 1 70 35
1) AEFG = E(EABXBC) = EABXBC = EX 70 = ? = AEFG = ? cm?
2) Les triangles HEC et HFA forment une configuration de Thales , donc
1
EH EC EH , EH 3
=— = =2- """ 9FH =3HF = 2EH = 3(EF - EH) = 2EH = 3EF - 3EH
HF AF HF 1 HF 2
3
Baréme :
EH 3 1) 5 pts
=5SEH=3EF > —=— 2) 5 pts
EF 5 3) 6 pts
4) 7 pts

3) Les triangles JAG et JCE forment une configuration de Thales , donc - - —
Présentation et idées 2pts

1
EJ_EC_JE 2 B _ 3 _ 4pr-35G D E c
JG AG JG 2 7JG 4
3
= 4EJ =3(EG-EJ) = 4EJ =3EG - 3EJ = 7EJ = 3EG J
H
EJ 3
= —==
EG 7 A F G B
4) Les triangles EHG et EHJ ont une hauteur commune issue de H donc
AEHJ — EJ = AEHJ — é (1)
AEHG EG AEHG 7

Les triangles EHG et EFG ont une hauteur commune issue de G donc

Apng — EH — Apig — E Q)
A EF A S

Hx(2)=> mxm=§x§3m=i = Agy, =1AEFG or Agpe =§
Aphe Agre 7 S A 35 35

EFG

9 35
Donc Apy,, = gx? = Ay =3cm?

Fin.
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